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Contexte (1/4)

Q : Comment faire quand la partie stochastique du
modele n’est pas (completement) connue ?

y ~~(Ax, Q)
P ?

e Ex:En PPP statique, la partie stochastique du modele est généralement fixée.
— Observations pondérées en 02, / sin’(el)
— ZWD contraints a suivre une marche aléatoire de parameétre o,
— Or oy et 0,4, peuvent varier suivant la station, la météo...
— Et une pondération inappropriée peut influencer les résultats (cf. slide suivant).

e Ex:PPPcinématique, ou il faut en plus modéliser I'évolution de la position.
e Ex:Comment pondérer les différentes observations de GEODESIE ?

A : Inférence bayésienne



Contexte (2/4)
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Contexte (3/4)

Q : Comment choisir le modele le plus adapté aux

données ? ,

y~W(A1X11Q1) <—'> y~W(A2X2’Q2)

e Ex:En PPP statique,

— Pondération des observations : 02,5 / sin?(el) ou a2 + b? / sin?(el) ?
— ZWD : horaires, semi-horaires, marche aléatoire ?
— G@Gradients : constants, linéaires, horaires, marche aléatoire ?

A : Sélection de modele bayésienne



Contexte (4/4)

T2.2 Variance Component Estimator

“establish, test and validate a Variance Component Estimation method to
(i) rigorously weight the measurements

(ii) automatically set the statistical parameters of the random processes
at hand in the evolution model of the KFS”

Comment pondérer de facon optimale les observations
et les équations d’évolution dans un filtre ?

Réponse théorique : filtrage bayésien
Réponse pratique : ?



Sommaire

Inférence bayésienne
— Principe
— Estimation des composantes de la variance

Sélection de modele bayésienne
— Principe
— Calcul de I'évidence d’un modele

Quelques applications au PPP

Filtrage bayésien
— Principe
— Probleme de I'estimation des composantes de la variance



1 - Inférence bayésienne

* Probleme:
— On dispose d’observations y dépendant de parametres inconnus x.
— On connatlt la probabilité p(y[x) d’observer y sachant x.
— On dispose éventuellement d’'une probabilité a priori p(x) pour x.
— Quelle information a-t-on sur x connaissant les observations y ?

e Solution : théoreme de Bayes

plx|y) = p(yL)E’), f LI ply| x) p(x)

probabilité a posteriori LI vraisemblance X probabilité a priori



Moindres carrés a la bayésienne

 Erreurs d’observation normales, avec matrice de variance Q connue :

1 —{y-ax) @ (y-ax)

y‘x~W(Ax,Q) — p(y‘x): e

Jer)lq)

e Aucune information a priori sur x (improper prior) : p(x) =1

1 y-Ax) Q7' (y-Ax 1 x—x) ATQrA(x—x
2

%p(x‘y)De’- 1 e

A 1 2\ _ . . ,
ou X = (ATQ 1A) A'Q 1y est la solution des moindres carrés.

-> Sachant y, les paramétres x suivent une loi normale de moyenne x
. . - -1
et de matrice de variance (ATQ 1A) :

x|y ~ W(f(, (ATQ'lA)_l)



Composantes de la variance

Onsaitque y ~ W(Ax, Q), mais Q n’est pas entierement connue :

Q=) 0/Q =) e"q

. 2 _ B )
ou les o; =e” sont inconnus.

On pose 6:[61,---,6 ]T :[|n012,“'z|”0§V]T

ny

On choisit des probabilités a priori non-informatives sur x et 8 : p(x,B) =1

x,B)p(x,B) [] \/(zn)” e 2

ol Q, X etv =y - Ax dépendent de 8.

p(x,B y) L] p(y

densité de probabilité non-analytique



Exemple

observations (y)

On dispose de 60 observations

4
(tirées selon M2, 1)). {.
2 Py
Quelle information a-t-on sur leur ;
. 0
moyenne et leur variance ? :

p(u.c?ly) / max(p(p.c°ly))
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p(u.Bly) / max(p(u.Bly))
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0.00



Quel estimateur pour 8 ?

Si I'on utilise des probabilités a priori non-informatives,

maximiser p X,G‘ y] > maximum de vraisemblance (bof)

Mais si 'on maximise la probabilité marginale de 8 sachant y :

p(6ly)=[plx,8]y)dx O

1.00

0.75

Retour a 'exemple:  os0-

0.25

0.00

1

Jory*lajaaa”

alors on retombe sur 'estimateur du « degré de liberté ».
(= MINQUE = BIQUE = Helmert = REML = LS-VCE)

p(c?ly) / max(p(c?ly))

1.7 _ 94
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Quels intérets ?

Certes, on retombe sur un résultat classique, mais on a une information
supplémentaire : I'incertitude sur les composantes de la variance.

Si I'on approxime p(B‘ y) par une gaussienne, on peut en particulier fournir
des « facteurs d’erreur » sur les g7

La probabilité marginale de x sachant y : p(x‘ y) = Ip(x,B‘ y)dB
permet en outre de tenir compte de I'incertitude sur x due a l'estimation
des composantes de |a variance.

On peut généraliser la méthode a n'importe quel type de parametres,
par exemple les coefficients ¢, d’un AR.
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2 - Sélection de modele bayésienne

* Probleme:

— On dispose d’observations y pouvant étre expliquées par deux modeles
M, et M,.

— Quelle est le modele le plus probable connaissant les observations y ?

e Solution : facteur de Bayes

pM,|y) _ ply|M,) p(M,)
pm,|y)  ply|M,)p(m,)

— Sil'on considere tous les modeles a priori équiprobables, le modele le
plus probable sachant y est celui dont I'évidence est maximale.

— Evidence du modéle M : E(M) = p(y‘ M) = jp(y‘ xM,IVI) p(xM ‘ M) dx,,
ou x,, contient I'ensemble des parametres inconnus du modéle M.
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Calcul de l’evidence

Modele comportant des paramétres déterministes uniquement (Q connu) :
y Ax Q (y—Ax) 1 —;0T0_1|7

— e
q|A'Q’A

E = [ plylx)o(x)ax = | \/— dx = \/(Zn)n_p

Modele comportant parametres déterministes & composantes de la variance :

1 Lirq
E=|plylx,6 p(x,6)dxd6 = e ? dé
Jolyice I J ""la|a'a™ A
L(6)
Si L(B) [] p(B‘ y) est a peu pres une gaussienne, on peut calculer E sans
intégration numeérique grace a I'approximation de Laplace

AT L. 0%nL(8) o —
L(3)~L(3)€ : ou H= e L j;j- / \\
> E= (271) L(é) o / N\

‘_H‘ 0.00 L——X -

-0.8 -04 0.0 0.4 0.8

B

J
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3 - Expériences PPP

 Options figées :

Sessions de 30h

Orbites et horloges satellites « maison » (NAPEQOS, arcs de 30h)

Observations de phase iono-free

GPS uniguement

Echantillonnage a 300s

Angle de coupure a 5°

Ambiguités non-fixées

Equations d’observation obtenues via NAPEOS

Points faux rejetés sur la base des résidus normalisés d’un traitement « standard »

e Options testées :

Pondération des observations : 0 / sin%(el)

Paramétrage des ZWD : constante / marches d’escalier / RW(o,y,p)
Paramétrage des gradients : constants / marches d’escalier / RW(og,)
Paramétrage de la position : constante / marches d’escalier / RW(0, )
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Parameétrage des ZWD

Pondération des observations : 05 / sin(el)
Paramétrage des ZWD : marches d’escalier / RW(0,,p)
Paramétrage des gradients : constants

Paramétrage de la position : constante

ALGO 08-Nov-2013 NIAM 11-Aug-2008
0.00 .,‘/*-—v—v\/\ 0.00
"3 _0.02 | / T \ | "8 _0.02 | / A
ut E,.a fOF \ ur ] / ] \/\
w -0.04 ZWD-@ 1-875h W -0.04 1/ max1OT
S / | s |/ zwp@1n \
@) O
= —0.06 1 = -0.06 \
~0.08 / ~0.08
02 05 1 2 5 10 20 02 05 1 2 5 10 20
1 ZWD step [h] T T ZWD step [h]
ZWD @ 600s ZWD @ 30h ZWD @ 600s ZWD @ 30h
log[ E(RW) / E, . (step)] = +0.008 log[ E(RW) / E, . (step)] = +0.028
Omp = 2:29 mm/Vh x/+ 1.12 O = 10.35mm/vh x/+ 1.07
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Paramétrage des gradients

Pondération des observations : 05 / sin(el)

Paramétrage des ZWD : RW(o,,p)

Paramétrage des gradients : marches d’escalier / RW(ogra)
Paramétrage de la position : constante

ALGO 08-Nov-2013 NIAM 11-Aug-2008
0.00 0.00
7 P ey B A —]
5 / / 5 / A
£ _0.02 / g _0.02 |
- 1 / [ ~ 1 / E__ for
Ll -0.04 / E nax fOT Ll -0.04 SRR
— -0.06 / = _0.06 //
-0.08 / -0.08
02 05 1 2 5 10 20 02 05 1 2 5 10 20
T Gradients step [h] T T Gradients step [h]
GRA @ 600s GRA @ 30h GRA @ 600s GRA @ 30h
log[ E(RW) / E_ .. (step)] = +0.004 log[ E(RW) / E ., (step)] = +0.027
Ogra = 0.33mm/vh x/+ 1.19 Ogra = 1.22mm/vh x/+ 1.08
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Pondération des observations

Pondération des observations : 0,5 / sin%(el)
Paramétrage des ZWD : RW(o,p)
Paramétrage des gradients : RW(ogg,)
Paramétrage de la position : constante

ALGO 08-Nov-2013

0.00
_ /\\
-
S _0.02 AN
|_uE | E,.ax fOr \ _
= _ / \
(@]
~ -0.06 4/
~0.08
0.0 0.5 1.0 15 2.0
o

NIAM 11-Aug—2008

N

N

o for
=1.1

N\

N

0.5

1.0 1

D 2.0
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ZWD - ZWD, .,

ZWD et gradients estimés

GRA - GRA.can

Observations: oy, / sin(el) ZWD : RW(o,p) Gradients : RW(ogga) Position : constante
ALGO 08-Nov-2013 NIAM 11-Aug-2006
80 mm . : . . 80 mm : : :
60 mm — ZWD with optimal sigmas 60 mm /\/\
40 mm g 40 mm / \
- BV
20 mm ,% 20 mm [/\V \\
omm '\_,—-—-/\_f-\/“ ,\_/\“M\ﬁ é 0 mm ] f\ '\/\ M\VA
-20 mm —-20 mm \/\/‘/"\”/
-40 mm : : . : -40 mm . : : .
Oh 6h 12h 18 h 24 h Oh 6h 12h 18 h 24 h
3 mm . . . . 3 mm
o mm — East gradients with/optimal sigmas > mm n\/\ / IA\ "A\,\w
1 mm § 1 mm AV N A
I 7 N A ] = / \A A fnm}('\ f‘”\/
0mm | \ ' \/\%%\/7@%6» Clj 0 mm \/\'\I M\(\/ \\/V;y]v [/ w /\:\
-1 mm é -1 mm i Vv f\ WA
& I \
—2MM T —North gradients with optimal sigmas » -2 mm _ \‘/ i 1
-3 mm -3 mm V

Oh 6 h 12h 18 h 24 h Oh 6 h 12h 18 h 24 h



Comparaison a un radiometre

Observations: oy, / sin(el) ZWD : RW(o,p) Gradients : constants Position : constante
CORT 02-Oct-2012 to 21-Oct-2012 CORT 02-Oct-2012 to 21-Oct-2012
250 mm : : : : 30 mm :
1 ZWD - | 6ZWD
200 mm A | A 20 mm

=Rl W]

7 ¥ V v HJV U \uy \ / W _10mm;
50 mm v p |

-20 mm T u
0mm T T T T T -30 mm T T T T
280 285 290 295 280 285 290 295
Day of year 2012 Day of year 2012
— Bias-corrected radiometer-derived ZWDs — GPS with optimal sigmas - radiometer
— GPS-derived ZWDs with optimal sigmas — GPS with standard sigmas - radiometer
— GPS-derived ZWDs with standard sigmas

15 RMS of GPS — radiometer ZWD differences:
— 10 /\
& ZWD
Z 10 AA ZWD : RW ZWD : RW ZWD : RW ZWD : RW ZWD : RW
g 1 M{L\W : GRA : constant | GRA :constant | GRA :RW GRA : RW GRA : constant
% 5 xi\ \]74? standard sigmas | optimal sigmas standard sigmas | optimal sigmas « best » sigmas
b 3

5.85mm 5.75mm 6.15 mm 6.22 mm 5.33 mm
0 . : :
280 285 290 295

Day of year 2012



Questions

A quel point peut-on faire confiance a I'évidence comme critéere de
sélection de modele, et aux sigmas optimaux ?
— Tous les modeles que I'on compare sont faux (erreurs systématiques).

— L'évidence a tendance a augmenter pour des modeles de plus en plus libres, ou les
erreurs systématiques se font absorber (cf. gradients ALGO ; positions des stations).

— Les sigmas optimaux semblent surévalués (cf. comparaison au radiometre).

Comment améliorer la modélisation stochastique des erreurs ?

— Un modele stochastique plus réaliste pour les erreurs devrait rendre les évidences
et les sigmas optimaux plus fiables.

— Mais comment construire une modélisation stochastique des multi-trajets ??

Faudrait-il faire varier o, et 0gg, U cours du temps ?

— Auvu des résultats de Samuel et des séries de radiometre : oui
— Faisable en principe par filtrage bayésien
— Difficile a mettre en pratique (voir suite)
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A faire

Améliorations PPP
— Fixation des ambiguités
—  Multi-GNSS (impact impressionnant sur les gradients — Li et al., 2015)

— Echantillonnage a 30s voire 1s — prise en compte des corrélations temporelles
- GINS?

Amélioration des modeles stochastiques
— Pour les observations (multi-trajets, turbulence)
— Pour les parametres troposphériques (marche aléatoire variable, autre ?)

Etude d’impact sur les parametres estimés

— Comparaison des parametres troposphériques a des données externes
(radiometres, ECMWF)

— Séries temporelles de positions

« Climatologie » des o, €t Ogga
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4 - Filtrage bayésien

* Probleme:

— On connait p(x,[x, ) et p(y,[x,).

— On cherche p(x,[y;.). Yi-1 Yk

e Solution:

— Supposons que I'étape précédente du filtre nous donne p(x, ;[y,...)-

— Prédiction (Chapman-Kolmogorov) :

p(xk‘ yl:k-l) = Ip(xk‘ X 1 )p(xk-l‘ Y 1k-1 )dxk-l

— Mise a jour (théoréme de Bayes) :

p(xk‘ yl:k) L p(yk‘ Xk)p(xk‘ yl:k-l)



Kalman a la bayésienne (1/2)

Erreurs d’observation normales, avec matrice de variance Q, connue :

1 _
1 __(yk —Ai X )TQk 1(yk _Akxk)

yk‘xk~W(Aka’Qk) - P(yk‘xk): e ?

Jen)la,

Erreurs de transition normales, avec matrice de variance R, connue :

1 _
1 _E(Xk —Fix g )T R 1(xk _Fkxk-l)

X | Xi-1 ~W(Fkxk-1’ Rk) - p(xk‘xk-l) = e

\/(zn)pk Rk‘

On suppose que d’apres I'étape précédente du filtre :

A _ 1 _% (Xk—l ~X1 )T 5/:—11 (Xk—l ~X1 )
Xe 1| Y1 ™ W(Xk-1, Sk-1) — p(xk—l ‘ y1:k-1) - \/(2 )pk S ‘ e
19 k-1
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Kalman a la bayésienne (2/2)

1 . 1 .
1 _E(xk ~FXe1)' (stk-leT +Rk) (X1 =FeXyq)

S
stk—leT + Rk‘

o Prédiction : plx,|y..) =

Jery

- X, ‘ Vi1~ W(Fk)?k-l’ F/<S/<-1F/<T +Rk)

1 ~ -1 ~ .
_E|:(Xk ~FXq)' (stk-leT +Ry ) (% =Fekies ) Hvi=Ax ) @ (v —Acx, )}

e Mise a jour: p(xk yl.-k) e

1 ~ — n
__(Xk X )T Skl (Xk X )

p(xk y1.-/<) e~

- Xk‘yl:k ~W()?k’ Sk)

-1

avec: S, = ((stk_leT +R, )‘1 +A, Q;lAk)
A ) -1 A ;
X, =S, ((stk-leT + Rk) Bx, ,+ A;leyk)
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Kalman + variance components (1/3)

. . . — 6
e Variance des observations partiellement connue : Q,(6) = Ze 'Q,;
1 _%(yk_Akxk)TQk_l(B)(yk_Akxk)

- k k'6 =
V) e

e \Variance de la transition partiellement connue : R, (6) = ZeB’Rk,,

1 _l(xk_Fka—l)TRk_l(B)(Xk_Fka—l)
- p(xk‘xk—l’e) = \/(ZT[)Pk R (6)‘ e’
k

e Onsuppose que I'étape précédente du filtre nous donne :

p(8,%,1 | Viis) = PB]Viser)Plxs| Vs B)
1 0152 (6)' 5218 (x5, (6))

Vira) e
J@r)s, ()




Kalman + variance components (2/3)

e On obtient la récurrence suivante :
S (8)= ((stk_l (B)F +R, (3))‘1 +A Q' (B)A, )
%.(8)=S5(8) ((stk_l (B)F +R,(8)) "B %, ,(6)+AQ; (B)yk)

5.(6)
P(B‘ y1:k) D p(B‘ yl;kl)\/‘ak (B)HFkSk-l (B)F, +Rk(6)‘

2| 044k (6)) O €)1 ~AR,(6) + (%4 618y (8)) (RS2 61T +R,(6)] (5, (6B, 1(6)) |

X e

e 1°" probleme : p(B\ yl,,k) est non-analytique.
— Mais converge tres rapidement vers une gaussienne.
— Et concerne des parametres « auxiliaires ».
— Lapproximation de Laplace semble acceptable.
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Kalman + variance components (3/3)

e 2¢me probléme : il n’existe pas de forme fonctionnelle
stable par la récurrence en S,(8) et x,(8).

e Solution possible : travailler sur des DL en 8

— Alordre0: S,(8)=S,(8,) et x,(8)=x,(8,)
(Autrement dit, on néglige la dépendance des parametres déterministes
et de leur variance en fonction des composantes de la variance.)

—> Génant en cas de composantes de la variance mal déterminées
— |l est envisageable d’aller jusqu’a I'ordre 2.
— Reste a quantifier les erreurs d’approximation.

e Autres solutions possibles :

— Itérations Kalman — VCE — Kalman — VCE — Kalman...
— 77?7
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